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Valeurs alge´briques de fonctions transcendantes
Andrea Surroca
On e´tudie l’ensemble des nombres alge´briques de hauteur et de degre´ borne´s ou` une
fonction analytique transcendante prend des valeurs alge´briques.
1 Introduction
E´tant donne´e une fonction f analytique, on conside`re l’ensemble Sf des points alge´bri-
ques en lesquels la fonction f prend des valeurs alge´briques. Ici, la fonction f sera trans-
cendante sur C(z), c’est-a`-dire qu’il n’existe pas de polynoˆme non nul en deux variables
et a` coeﬃcients complexes, s’annulant sur tous les points (z, f(z)) pour les z ou` f est
de´finie.
Par exemple, d’apre`s le the´ore`me de Hermite-Lindemann ([22, the´ore`me 1.2]), la
fonction exponentielle prend des valeurs transcendantes en tout point alge´brique, sauf
en 0. Donc pour f(z) = ez, on a Sf = {0}. Par la meˆme raison, si on pose f(z) = eP(z) ou`
P ∈ Q[X], alors Sf est l’ensemble des ze´ros de P. En supposant vraie la conjecture de
Schanuel ([6, page 30] ou [22]), pour f(z) = sin(πz)ez on a Sf = Z. Le the´ore`me de Gel’fond-
Schneider ([22, the´ore`me 1.4]) nous fournit d’autres exemples : si f(z) = eλz ou` λ = 0 est
tel que eλ soit alge´brique (e.g., f(z) = 2z ou f(z) = eiπz), alors Sf = Q.
Dans une lettre de 1886 adresse´e a` Strauss [18],Weierstrass sugge´rait l’existence
de fonctions entie`res transcendantes prenant des valeurs alge´briques en tous les points
alge´briques. Apre`s un premier re´sultat de Strauss allant dans cette direction, Sta¨ckel (cf.
[4, 18]), e´nonce le the´ore`me suivant.
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E´tant donne´s un sous-ensemble Σ de´nombrable de C et un sous-ensemble T
dense de C, il existe une fonction entie`re transcendante envoyant Σ dans T .
En prenant Σ = T = Q, on obtient une fonction f entie`re et transcendante pour
laquelle l’ensemble Sf est Q tout entier. Par ailleurs, on en de´duit, en posant Σ = Q et
T = C\Q, l’existence d’une fonction entie`re transcendante prenant des valeurs transcen-
dantes en tous les points alge´briques, c’est-a`-dire, telle que Sf = ∅. (Sous la conjecture
de Schanuel, on peut montrer que pour la fonction f(z) = ee
z
on a Sf = ∅.)
Gramain remarque dans [4], que si Σ est contenu dans R, la meˆme de´monstration
s’applique avec T dense dans R. Ceci nous permet de prendre Σ = K, corps de nombres
re´el, ou Σ = OK,S l’anneau des S-entiers d’un corps de nombres K re´el, et, dans les deux
cas, T = Z[1/n], pour n’importe quel entier naturel n ≥ 2.
En suivant une remarque de Sta¨ckel, qui construit [19] une fonction alge´brique
qui prend, ainsi que toutes ses de´rive´es, des valeurs alge´briques en tous les points
alge´briques, Faber [3] construit une fonction G entie`re et transcendante telle que, pour
tout nombre entier k et tout α ∈ Q, la valeur de la fonction de´rive´e G(k) en α est dans
Q + iQ.
Dans la section 5, nous construisons une fonction f entie`re et transcendante
(the´ore`me 1.2), dont toutes ses de´rive´es, envoient tout corps de nombres dans lui-meˆme
(cf. aussi [21]), et pour laquelle on controˆle la hauteur des valeurs prises aux points
alge´briques. On construit aussi (the´ore`me 5.4) une fonction g entie`re et transcendante,
dont toutes ses de´rive´es, envoient tout nombre alge´brique α dans Z[1/2, α].
Afin d’e´tudier l’ensemble Sf, filtrons l’ensemble de´nombrable des nombres
alge´briques par le degre´ et la hauteur logarithmique absolue (dont la de´finition pre´cise
est rappele´e dans la section 2) : pour D entier≥ 1 et N nombre re´el≥ 0, l’ensemble
ED,N =
{
α ∈ Q; [Q(α) : Q] ≤ D, h(α) ≤ N} (1.1)
est fini et son cardinal D,N ve´rifie l’encadrement suivant.
Lemme 1.1 (encadrement du cardinal de ED,N). Pour tout entier D ≥ 1 et tout nombre
re´el N ≥ 0, le cardinal D,N de ED,N ve´rifie
eD(D+1)(N−1) < D,N ≤ eD(D+1)(N+1). (1.2)

Dans ce texte, nous fixons une fonction f transcendante et nous nous inte´ressons
a` l’ensemble des α dans ED,N tels que f(α) appartienne a` ED,N.
Le proble`me sera local. Pour tout couple de nombres re´els (R, r) ve´rifiant R > r >
0, pour toute fonction f analytique sur D(0, R) et a` valeurs complexes, pour tout entier
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D ≥ 1 et tout nombre re´el N ≥ 0, on note ΣD,N = ΣD,N(f, r) l’ensemble des nombres α
dans Q ∩D(0, r) tels que
f(α) ∈ Q, [Q(α, f(α)) : Q] ≤ D, h(α) ≤ N, h(f(α)) ≤ N. (1.3)
Ainsi, Sf est la re´union des ΣD,N pour D ≥ 1 et N ≥ 0.
Dans le cas D = 1, Pila ([12, the´ore`me 9]) et Elkies ([2, the´ore`me 4]) obtiennent
le re´sultat suivant. Soit f une fonction re´elle analytique sur un intervalle ferme´, dont
l’image n’est pas contenue dans aucune courbe alge´brique. Pour tout ε > 0, il existe une
constante c(f, ε) telle que pour tout N ≥ 1, le nombre de points rationnels du graphe de
f de hauteur infe´rieure a` N, est infe´rieur a`
c(f, ε)eεN. (1.4)
Le re´sultat suivant montre, en particulier, que la borne du the´ore`me de J. Pila et
de N. Elkies n’est pas loin d’eˆtre optimale.
The´ore`me 1.2. Soit φ une fonction positive telle que φ(x)/x tende vers 0 quand x tend
vers l’infini. Il existe une suite (Nδ)δ≥1 de nombres re´els, croissant vers l’infini, et une
fonction f entie`re et transcendante sur C(z), ve´rifiant
∀α ∈ Q, ∀σ ≥ 0, f(σ)(α) ∈ Q(α), (1.5)
et telle que, pour tout entier D ≥ 1, pour tout k ≥ D,
card
(
ΣD,Nk(f, 1)
) ≥ eD(D+1)φ(Nk)−log 2. (1.6)

D’autre part, avec les me´thodes classiques de transcendance, nous obtenons le
re´sultat suivant.
The´ore`me 1.3 (majoration du cardinal de ΣD,N(f, r)). Soient R et r deux nombres re´els
ve´rifiant R > r > 0, c0 = log((R2 + r2)/2rR) et δ un nombre re´el tel que δ > 2(6/c0)2.
Soit f une fonction analytique surD(0, R), continue surD(0, R) et transcendante sur C(z).
(i) Pour tout entier D ≥ 1, il existe une suite de nombres re´els N ≥ 0 tendant vers
l’infini pour lesquels
card
(
ΣD,N
)
< δD3N2. (1.7)
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(ii) Pour tout nombre re´el N > 0, il existe une suite de nombres entiers D ≥ 2
tendant vers l’infini pour lesquels
card
(
ΣD,N
)
< δD3N2. (1.8)

Les nombres re´els c0 et δ sont strictement positifs et de´pendent uniquement de r
et R.
Pour D et N fixe´s, l’ensemble ΣD,N est fini, puisqu’il est contenu dans l’ensemble
ED,N. Le the´ore`me 1.3 montre d’une part que, pour D fixe´ et une infinite´ d’entiers N, le
cardinal de ΣD,N est beaucoup plus petit que D,N ; et, d’autre part que, pour N fixe´ et
une infinite´ d’entiers D, la meˆme conclusion est valable.
Le the´ore`me 1.2 montre qu’on ne peut pas remplacer, dans la partie (i) du
the´ore`me 1.3, il existe une suite de nombres re´els N ≥ 0 tendant vers l’infini	 par
pour tout N assez grand.	 De meˆme, la partie (i) du the´ore`me 1.3 montre qu’on ne
peut pas remplacer, dans le the´ore`me 1.2, la suite Nk parpour tout N assez grand.	
Le re´sultat principal de ce travail, le the´ore`me 3.1, ge´ne´ralise le the´ore`me 1.3 au
cas de plusieurs fonctions analytiques alge´briquement inde´pendantes.
Dans le cas des fonctions re´elles, Pila ([12, the´ore`me 8]) obtient un re´sultat uni-
forme a` la fois en la borne du degre´ du corps de nombres et en la borne de la hauteur.
Cependant, la de´pendance en le degre´ n’est pas explicite. On peut de´duire de son re´sultat
le corollaire suivant. Soit f une fonction analytique sur l’intervalle re´el [−r, r]. Soient d
un entier naturel non nul et ε > 0 un nombre re´el. Il existe un nombre re´el c(f, d, ε) tel
que, pour tout corps de nombres K de degre´ [K : Q] = d et tout re´el N > 0, le cardinal de
l’ensemble des x dans [−r, r] ∩ K tels que f(x) ∈ K, h(x) ≤ N et h(f(x)) ≤ N, est infe´rieur a`
c(f, d, ε)eεdN. (1.9)
D’autres re´sultats sur le cas rationnel, concernant des fonctions re´elles, ainsi que
des ge´ne´ralisations, ont e´te´ obtenus par Pila, Bombieri et Pila, et par Pila et Wilkie. Les
me´thodes remontent, en partie, a` celles de [1]. Le plus re´cent, [13], qui porte sur des si-
tuations multidimensionnelles, fait intervenir la the´orie de la o-minimalite´.
Cet article est organise´ de la fac¸on suivante. On introduit les notations employe´es
dans la section 2. Dans la section 3, on e´nonce et on de´montre le the´ore`me 3.1 qui
concerne le nombre de points alge´briques ou` prennent des valeurs alge´briques plusieurs
fonctions analytiques alge´briquement inde´pendantes. Le the´ore`me 1.3 s’en de´duit. Dans
la section 4 on compte le nombre de points alge´briques de hauteur et de degre´ borne´s ;
il s’agit du lemme 1.1. On y fait re´fe´rence a` d’autres re´sultats sur le sujet. La construc-
tion explicite de la fonction dont l’existence est assure´e dans le the´ore`me 1.2 est donne´e
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dans la section 5 ; on y donne aussi la construction d’une autre fonction transcendante g
envoyant tout nombre alge´brique α dans Z[1/2, α].
Le lemme 1.1, le the´ore`me 1.2 et la partie (i) du the´ore`me 1.3 ont fait l’objet d’une
annonce dans [20]. Les de´tails de leurs preuves sont donne´s ici.
2 Notations
Pour un corps de nombres K, on note MK l’ensemble de classes d’e´quivalence de ces va-
leurs absolues dont la restriction a` Q est, soit la valeur absolue archime´dienne | · |∞ , soit
une des valeurs absolues ultrame´triques, normalise´es de la fac¸on suivante :
|x|∞ = x, si x ∈ Q, x > 0,
|p|p =
1
p
, si p est un nombre premier.
(2.1)
La formule du produit pour un e´le´ment non nul x de K s’e´crit alors
∏
v∈MK |x|
dv
v = 1, ou` dv
est le degre´ local en la place v.
Si α est un nombre alge´brique et K un corps de nombres le contenant, on de´finit
sa hauteur projective logarithmique absolue par
h(α) =
1
[K : Q]
∑
v∈MK
dv logmax
{
1, |α|v
}
. (2.2)
Si α1, . . . , αn sont n nombres alge´briques, on a (cf. [22, Chapitre 3]) les ine´galite´s
suivantes :
h
(
α1α2
) ≤ h(α1
)
+ h
(
α2
)
, (2.3)
h
(
α1 + · · · + αn
) ≤ h(α1
)
+ · · · + h(αn
)
+ logn. (2.4)
Si a0Xd +a1Xd−1 + · · ·+ad est le polynoˆmeminimal sur Z de α (ou` d = [Q(α) : Q])
et α1 = α, . . . , αd ses conjugue´s, on de´finit la mesure de Mahler de α par
M(α) =
∣
∣a0
∣
∣
d∏
i=1
max
{
1,
∣
∣αi
∣
∣}. (2.5)
Elle est relie´e a` la hauteur logarithmique absolue par la relation ([22, Lemma
3.10])
h(α) =
1
d
logM(α). (2.6)
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La hauteur usuelle d’un polynoˆme P ∈ C[X] est, par de´finition, le maximum du
module de ses coeﬃcients. La hauteur usuelle d’un nombre alge´brique α est de´finie
comme e´tant la hauteur usuelle de son polynoˆmeminimal, a` savoir (en gardant lesmeˆmes
notations),
H(α) = max
{∣∣a0
∣
∣, . . . ,
∣
∣ad
∣
∣}. (2.7)
La hauteur usuelle est lie´e a` la hauteur logarithmique absolue par la double ine´galite´
suivante ([22, Chapitre 3, lemme 3.11]) :
1
d
logH(α) − log 2 ≤ h(α) ≤ 1
d
logH(α) +
1
2d
log(d + 1). (2.8)
Au lieu de la premie`re ine´galite´, nous utiliserons plutoˆt celle-ci :
1
d
logH(α) −
d − 1
d
log 2 ≤ h(α), (2.9)
obtenue de la meˆme fac¸on que la premie`re, en remarquant que les coeﬃcients binoˆmiaux
sont majore´s par 2d−1.
Pour un polynoˆme P ∈ C[X, Y] on note L(P) sa longueur. C’est la somme des mo-
dules de ses coeﬃcients.
Pour un nombre re´el ρ > 0 et une fonction F continue dans le disque ferme´D(0, ρ),
on note
|F|ρ = max
|z|≤ρ
∣
∣F(z)
∣
∣. (2.10)
Pour x ∈ R, [x] de´signe la partie entie`re de x. Elle ve´rifie [x] ∈ Z et 0 ≤ x − [x] < 1.
3 Le the´ore`me principal
Pour des nombres re´els R, r et c0 comme dans le the´ore`me 1.3 et un entier t ≥ 2, on note
γt = max
2≤τ≤t
(
1
2
(
c0
3τ
)τ)−1/(τ−1)
. (3.1)
Ainsi γt ne de´pend que de R, r et t.
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Pour f1, . . . , ft des fonctions analytiques surD(0, R), pour tout entierD ≥ 1 et tout
nombre re´elN ≥ 0, on conside`re l’ensemble ΣD,N(f1, . . . , ft, r) des nombresw ∈ C∩D(0, r)
tels que,
∀i ∈ {1, . . . , t}, fi(w) ∈ Q, h
(
fi(w)
) ≤ N,
[
Q
(
f1(w), . . . , ft(w)
)
: Q
] ≤ D.
(3.2)
The´ore`me 3.1 (majoration du cardinal de ΣD,N(f1, . . . , ft, r)). Soient R et r des nombres
re´els ve´rifiant R > r > 0 et c0 = log((R2 + r2)/2rR). Soient t un entier ≥ 2 et γ une
constante re´elle telle que γ > γt.
Soient f1, . . . , ft des fonctions analytiques sur D(0, R) et continues sur D(0, R),
alge´briquement inde´pendantes sur Q.
(i) Pour tout entierD ≥ 1, il existe une infinite´ de nombres re´els N ≥ 0 arbitrai-
rement grands pour lesquels
card
(
ΣD,N
(
f1, . . . , ft, r
))
< γDa(t)Nb(t). (3.3)
(ii) Pour tout nombre re´el N > 0, il existe une infinite´ de nombres entiers D ≥ 2
arbitrairement grands pour lesquels
card
(
ΣD,N
(
f1, . . . , ft, r
))
< γDa(t)Nb(t), (3.4)
ou` a(t) = (t + 1)/(t − 1) et b(t) = t/(t − 1). 
Notons que pour t ≥ 2, on a a(t) ≤ 3 et b(t) ≤ 2.
Remarque 3.2. Si t = 2, alors a(t) = 3 et b(t) = 2. Alors en prenant pour une des
deux fonctions l’identite´, l’autre fonction est transcendante, et nous retrouvons le
the´ore`me 1.3.
Dans la partie qui suit nous de´montrons l’assertion (i) du the´ore`me 3.1. L’asser-
tion (ii) sera de´montre´ de fac¸on analogue, dans la section 3.2.
3.1 Le re´sultat uniforme en la borne du degre´
La de´monstration peut se faire par l’absurde. Voici le sche´ma de de´monstration.
On suppose qu’il existe un entier D ≥ 1 et un entier N0 ≥ 1 suﬃsamment grand
tels que, pour tout N ≥ N0, on ait
card
(
ΣD,N
(
f1, . . . , ft
)) ≥ γDa(t)Nb(t). (3.5)
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Pour tout N ≥ N0, on commence par extraire de ΣD,N un sous-ensemble conve-
nable SD,N dont on connaıˆt exactement le nombre d’e´le´ments.
Le lemme de Siegel nous donne ensuite l’existence d’un polynoˆme P, non nul, a` t
variables et a` coeﬃcients entiers (et de´pendant de N0), tel que
P
(
f1(ω), . . . , ft(ω)
)
= 0, ∀ω ∈ SD,N0 . (3.6)
On de´finit alors une fonction F sur le disque D(0, R) en posant
F(z) = P
(
f1(z), . . . , ft(z)
)
, ∀z ∈ D(0, R). (3.7)
Ainsi la construction de P entraıˆne
F(ω) = 0, ∀ω ∈ SD,N0 . (3.8)
On montrera, graˆce a` une re´currence, a` l’ine´galite´ de Liouville et a` un lemme de
Schwarz, qu’on a
F(ω) = 0, ∀ω ∈
⋃
N≥N0
SD,N, (3.9)
ce qui impliquera que F est la fonction nulle et contredira le fait que les fonctions f1, . . . ,
ft sont alge´briquement inde´pendantes. D’ou` le re´sultat.
Dans cette section, nous noterons ΣD,N l’ensemble ΣD,N(f1, . . . , ft, r) et σD,N son
cardinal.
3.1.1 Choix des parame`tres et construction de SD,N. On fixe un entier D ≥ 1 et un
nombre re´el γ > γt et on suppose qu’il existe un nombre re´el N0 tel que, pour tout
N ≥ N0,
σD,N ≥ γDa(t)Nb(t). (3.10)
On pose T = [(c0γ/3t)D2/(t−1)N
1/(t−1)
0 ]. Comme b(t) = t/(t − 1), quitte a` augmen-
ter N0, on a
c0
[
γDa(t)
(
N0 − 1
)b(t)]
> D log 2 + 2tD log T + T
(
2tN0D +
t∑
i=1
logmax
{
1,
∣
∣fi
∣
∣
R
}
)
.
(3.11)
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On pose u1 = log(2T2tetN0T max{1, |f1|TR}, . . . ,max{1, |ft|
T
R}). L’ine´galite´ (3.11) s’e´crit
alors
c0
[
γDa(t)
(
N0 − 1
)b(t)]
> u1 + (D − 1) log
(
2T2t
)
+ tTN0(D − 1) + tTN0D. (3.12)
Puisque pour toutN, supe´rieur ou e´gal a`N0, le cardinal σD,N de l’ensemble ΣD,N
est supe´rieur ou e´gal a` γDa(t)Nb(t), on peut extraire de ΣD,N un sous-ensemble SD,N dont
le cardinal sD,N est exactement [γDa(t)Nb(t)].
PourN ≥ N0, on nume´rote les e´le´ments de SD,N = {ω1,ω2, . . . ,ωsD,N }. Comme les
nombres D et N0 sont fixe´s pour toute la suite, on notera,
SD,N0 = S0, sD,N0 = s0. (3.13)
3.1.2 La fonction auxiliaire.
Lemme 3.3. Il existe un polynoˆme P ∈ Z[X1, . . . , Xt], non nul, de degre´ en Xi strictement
infe´rieur a` T , pour tout i ∈ {1, . . . , t}, tel que
P
(
f1(ω), . . . , ft(ω)
)
= 0, ∀ω ∈ S0 (3.14)
et dont les coeﬃcients sont majore´s en valeur absolue par 2TtetTN0 . 
De´monstration du lemme 3.3. On e´crit le polynoˆme cherche´ sous la forme
P
(
X1, . . . , Xt
)
=
T−1∑
i1=0
· · ·
T−1∑
it=0
ci1,...,itX
i1
1 . . . X
it
t . (3.15)
Montrons que
T−1∑
i1=0
· · ·
T−1∑
it=0
ci1,...,itf1
(
ωk
)i1
. . . ft
(
ωk
)it
= 0, ∀k ∈ {1, . . . , s0
}
(3.16)
posse´de une solution non triviale ci1,...,it dans Z
Tt . Pour ainsi faire, on applique [5, le
lemme 1.1] en posant :
τ = t, N1 = · · · = Nt = T, μ = s0, L = Tt,
{
αh,1, . . . , αh,τ
}
h=1,...,μ
=
{
f1
(
ωk
)
, . . . , ft
(
ωk
)}
k=1,...,s0
,
(3.17)
et, pour k ∈ {1, . . . , s0}, dk = [Q(f1(ωk), . . . , ft(ωk)) : Q]. Comme γ > γt, et t ≥ 2, d’apre`s
(3.1), nous avons 2γ < (c0γ/3t)t et, quitte a` augmenter N0, T ve´rifie
2γD2t/(t−1)N
t/(t−1)
0 < T
t ≤
(
c0γ
3t
)t
D2t/(t−1)N
t/(t−1)
0 . (3.18)
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Alors
μ∑
h=1
dh =
s0∑
k=1
dk ≤ s0D ≤ γD2t/(t−1)Nt/(t−1)0 < Tt, (3.19)
et l’hypothe`se L >
∑μ
h=1 dh est satisfaite.
Le syste`me posse`de donc une solution c = (ci1,...,it)0≤i1,...,it≤T−1, ou` les ci1,...,it
sont des entiers rationnels non tous nuls qui ve´rifient
max
0≤i1,...,it≤T−1
∣
∣ci1,...,it
∣
∣ ≤
⎡
⎣
(
2s0
s0∏
k=1
Mk
)1/(Tt−s0D)
⎤
⎦ (3.20)
ou` Mk = Ttdk
∏t
r=1 H(fr(ωk))
(T−1)dk . Comme pour tout k ∈ {1, . . . , s0} on a dk ≤ D et
ωk ∈ SD,N0 , alors pour tout r ∈ {1, . . . , t}, on a H(fr(ωk)) ≤ eN0 . D’ou`
Mk ≤ TtDetN0(T−1)D (3.21)
et max0≤i1,...,it≤T−1 |ci1,...,it | ≤ (2s0TtDs0etN0TDs0)1/(T
t−s0D). Or D ≥ 1, s0 ≥ 1 et, d’apre`s
(3.18), on a Tt > 2s0D, ce qui conduit a` la majoration
max
0≤i1, it≤T−1
∣
∣ci1,...,it
∣
∣ ≤ 2TtetTN0 (3.22)
et de´montre le lemme. 
On de´finit une fonction F continue sur le disque ferme´ D(0, R), en posant
F(z) = P
(
f1(z), . . . , ft(z)
)
, ∀z ∈ D(0, R). (3.23)
3.1.3 La re´currence. On va montrer, par re´currence, que
∀N ≥ N0, ∀ω ∈ SD,N, F(ω) = 0. (3.24)
Par construction du polynoˆme P, on a F(ω) = 0 pour tout ω appartenant a` SD,N0 , et les
deux lemmes suivants permettront de conclure.
Lemme 3.4. Pour tout N ≥ N0, on a
[∀ω ∈ SD,N, F(ω) = 0
]
=⇒
[∀ω ∈ SD,N+1,
∣
∣F(ω)
∣
∣ ≤ eu1−c0sD,N]. (3.25)

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Lemme 3.5. Pour tout N ≥ N0 + 1 et tout ω ∈ SD,N, on a
∣
∣F(ω)
∣
∣ ≤ eu1−c0sD,N−1 =⇒ F(ω) = 0. (3.26)

De´monstration du lemme 3.4. On se donne N ≥ N0 et on suppose que F(ω) = 0 pour tout
ω ∈ SD,N. Nous appliquons un lemme de Schwarz (cf. [22, exercice 4.3]) a` la fonction
F, continue sur D(0, R), holomorphe sur D(0, R), s’annulant sur chaque point ζi = ωi du
disque D(0, R) avec une multiplicite´≥ σi = 1. On obtient
|F|r ≤ |F|R
sD,N∏
k=1
(
R2 + r
∣
∣ωk
∣
∣
R
(
r +
∣
∣ωk
∣
∣)
)−1
. (3.27)
Or (R2 + r|ωk|)/(R(r + |ωk|)) − (R2 + r2)/2rR = (R2 − r2)(r − |ωk|)/2rR(r + |ωk|) ≥ 0 de`s que
|ωk| ≤ r, donc, pour ωk ∈ SD,N on a
R2 + r
∣
∣ωk
∣
∣
R
(
r +
∣
∣ωk
∣
∣) ≥
R2 + r2
2rR
, (3.28)
et comme c0 = log((R2 + r2)/2rR), on a |F|r ≤ |F|Re−c0sD,N . De plus, pour tout z dans
D(0, R), on a
F(z) = P
(
f1(z), . . . , ft(z)
)
=
T−1∑
i1=0
· · ·
T−1∑
it=0
ci1,...,itf1(z)
i1 , . . . , ft(z)it . (3.29)
On peut donc majorer le module de F(z) en s’aidant de la borne obtenue pour les coeﬃ-
cients ci1,...,it au lemme 3.3 :
∣
∣F(z)
∣
∣ ≤ Tt max
0≤i1,...,it≤T−1
{∣∣ci1,...,it
∣
∣}max
{
1,
∣
∣f1
∣
∣T
R
}
, . . . ,max
{
1,
∣
∣ft
∣
∣T
R
}
≤ 2T2tetTN0 max{1, ∣∣f1
∣
∣T
R
}
, . . . ,max
{
1,
∣
∣ft
∣
∣T
R
}
.
(3.30)
Comme u1 = log(2T2tetTN0 |f1|TR, . . . , |ft|
T
R), alors |F|R ≤ eu1 et
max
|z|≤r
∣
∣F(z)
∣
∣ = |F|r ≤ eu1−c0sD,N . (3.31)
En particulier, tout ω ∈ SD,N+1 est de module ≤ r, donc |F(ω)| ≤ eu1−c0sD,N , ce qui
de´montre le lemme 3.4. 
De´monstration du lemme 3.5. On se donne N ≥ N0 + 1, ω dans SD,N, et on suppose que
|F(ω)| ≤ eu1−c0sN−1 .
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Comme sD,N−1 = [γDa(t)(N − 1)b(t)], et qu’ a` la section 3.1.1 nous avons suppose´
que N0 ve´rifiait (3.12), alors N ve´rifie
c0sD,N−1 > u1 + (D − 1) log
(
2T2t
)
+ tTN0(D − 1) + tTND. (3.32)
D’autre part, le lemme 3.3 nous a donne´ un majorant pour la longueur du
polynoˆme P, a` savoir,
L(P) =
T−1∑
i1=1
· · ·
T−1∑
it=1
∣
∣ci1,...,it
∣
∣ ≤ Tt max
0≤i1,...,it≤T−1
{∣∣ci1,...,it
∣
∣} ≤ 2T2tetTN0 , (3.33)
et comme ω appartient a` SD,N, on a H(fr(ω)) ≤ eN, pour tout r dans {1, . . . , t}. Donc
l’ine´galite´ (3.32) donne
eu1−c0sD,N−1 < L(P)−(D−1)
t∏
r=1
H
(
fr(ω)
)−DT
. (3.34)
D’apre`s l’hypothe`se, on en de´duit
∣
∣F(ω)
∣
∣ < L(P)−(D−1)
t∏
r=1
H
(
fr(ω)
)−DT
. (3.35)
Pour conclure que F(ω) = 0, nous appliquons l’ine´galite´ de Liouville ([22, Propo-
sition 3.14]), ou plutoˆt sa contrapose´e, en posant
K = Q
(
f1(ω), . . . , ft(ω)
)
, corps de nombres de degre´ ≤ D, | · |v = | · |,
l = t, N1 = · · · = Nt = T, γ =
(
f1(ω), . . . , ft(ω)
)
, f = P.
(3.36)
On en conclut que P(f1(ω), . . . , ft(ω)) = 0, c’est-a`-dire, F(ω) = 0, ce qui de´montre
le lemme 3.5 et donc la re´currence. 
3.1.4 Conclusion. Nous avons montre´ que pour tout N ≥ N0, la fonction F s’annule sur
l’ensemble SD,N et donc
F(ω) = 0, ∀ω ∈
⋃
N≥N0
SD,N. (3.37)
Les ensembles SD,N sont tous inclus dans le compact D(0, r) et la fonction F est
holomorphe sur l’ouvert D(0, R) qui contient D(0, r). De plus, F n’est pas la fonction iden-
tiquement nulle car elle est de´finie comme e´tant la valeur de P ∈ Z[X1, . . . , Xt] au point
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(f1(z), . . . , ft(z)) ou` les fi sont des fonctions alge´briquement inde´pendantes sur Q. Ainsi
F ne peut pas s’annuler sur une infinite´ de points de D(0, r), et donc en particulier sur
⋃
N≥N0 SD,N.
Ceci montre que (3.37) contredit le the´ore`me sur les ze´ros isole´s d’une fonction
holomorphe et nous donne le re´sultat cherche´.
3.2 Le re´sultat uniforme en la borne de la hauteur
L’assertion (ii) du the´ore`me 3.1 se de´montre de fac¸on analogue a` l’assertion (i).
3.2.1 Choix des parame`tres et construction de SD ′,N0 . On fixe un nombre re´elN0 et un
nombre re´el γ > γt et on suppose qu’il existe un nombre entier D tel que, pour tout D ′ ≥
D, on ait σD ′,N0≥γD ′a(t)Nb(t)0 . On pose, comme auparavant, T= [(c0γ/3t)D2/(t−1)N1/(t−1)0 ].
Comme a(t) = (t + 1)/(t − 1), quitte a` augmenter D, on a
c0
[
γ(D − 1)a(t)Nb(t)0
]
> (D + 1) log
(
2T2t
)
+ 2tN0T(D + 1) + T
t∑
i=1
logmax
{
1,
∣
∣fi
∣
∣
R
}
.
(3.38)
On pose encore u1 = log(2T2tetN0T max{1, |f1|TR}, . . . ,max{1, |ft|
T
R}). L’ine´galite´ (3.38)
s’e´crit alors :
c0
[
γ(D − 1)a(t)Nb(t)0
]
> u1 + D log
(
2T2t
)
+ tN0T(2D + 1), (3.39)
et vient remplacer l’ine´galite´ (3.32) de la section 3.1.
Puisque pour tout D ′, supe´rieur ou e´gal a` D, le cardinal σD ′,N0 de l’ensemble
ΣD ′,N0 est supe´rieur ou e´gal a` γD
′a(t)Nb(t)0 , on peut extraire de ΣD ′,N0 un sous-ensemble
SD ′,N0 dont le cardinal sD ′,N0 est exactement [γD
′a(t)Nb(t)0 ].
Comme les nombres N0 et D sont fixe´s pour toute la suite, on notera
SD,N0 = S0, sD,N0 = s0. (3.40)
Pour D ′ ≥ D, on notera SD ′,N0 = {ω1,ω2, . . . ,ωsD ′,N0 }.
3.2.2 La fonction auxiliaire. Le lemme 3.3 s’applique encore ici et on de´finit une fonc-
tion F continue sur le disque ferme´ D(0, R), en posant
F(z) = P
(
f1(z), . . . , ft(z)
)
, ∀z ∈ D(0, R). (3.41)
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3.2.3 La re´currence. On va montrer, par re´currence, que
∀D ′ ≥ D, ∀ω ∈ SD ′,N0 , F(ω) = 0. (3.42)
Par construction du polynoˆme P, on a F(ω) = 0 pour tout ω dans SD,N0 , et les deux
lemmes suivants permettent de conclure.
Lemme 3.6. Pour tout D ′ ≥ D, on a
[∀ω ∈ SD ′,N0 , F(ω) = 0
]
=⇒
[∀ω ∈ SD ′+1,N0 ,
∣
∣F(ω)
∣
∣ ≤ eu1−c0sD ′,N0 ]. (3.43)

Lemme 3.7. Pour tout D ′ ≥ D et tout ω ∈ SD ′,N0 , on a
∣
∣F(ω)
∣
∣ ≤ eu1−c0sD ′−1,N0 =⇒ F(ω) = 0. (3.44)

De´monstration du lemme 3.6. Avec les notations choisies, la de´monstration est la meˆme
que celle du lemme 3.4. 
De´monstration du lemme 3.7. On se donne D ′ ≥ D + 1, ω dans SD ′,N0 , et on suppose
que |F(ω)| ≤ eu1−c0sD ′−1,N0 . Par rapport a` la section 3.1, il faut remarquer qu’ici on a
[Q(ω) : Q] ≤ D ′ et h(ω) ≤ N0.
Comme sD ′−1,N0 = [γ(D
′−1)a(t)Nb(t)0 ], et qu’ a` la section 3.2.1 nous avons suppose´
que D ve´rifiait (3.39), alors D ′ ve´rifie
c0sD ′−1,N0 > u1 + D log
(
2T2t
)
+ tTN0(2D + 1). (3.45)
D’autre part, le lemme 3.3 nous a donne´ un majorant pour la longueur du
polynoˆme P, a` savoir, L(P) ≤ 2T2tetTN0 , et comme ω appartient a` SD ′,N0 , on a H(fr(ω)) ≤
eN0 , pour tout r dans {1, . . . , t}, et donc l’ine´galite´ (3.45) donne
e
u1−c0sD ′−1,N0 < L(P)−D
t∏
r=1
H
(
fr(ω)
)−(D+1)T
. (3.46)
D’apre`s l’hypothe`se, on a donc
∣
∣F(ω)
∣
∣ < L(P)−D
t∏
r=1
H
(
fr(ω)
)−(D+1)T
. (3.47)
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Pour conclure que F(ω) = 0, nous appliquons la contrapose´e de l’ine´galite´ de
Liouville ([22, Proposition 3.14]), en posant
K = Q
(
f1(ω), . . . , ft(ω)
)
, corps de nombres de degre´ ≤ D + 1, | · |v = | · |,
l = t, N1 = · · · = Nt = T, γ =
(
f1(ω), . . . , ft(ω)
)
, f = P.
(3.48)
On en conclut que P(f1(ω), . . . , ft(ω)) = 0, c’est-a`-dire, F(ω) = 0, ce qui de´montre
le lemme 3.5 et donc la re´currence. 
3.2.4 Conclusion. On conclut de lameˆme fac¸on que dans la section 3.1, a` l’aide du the´o-
re`me sur les ze´ros isole´s d’une fonction holomorphe.
4 Estimation du cardinal de ED,N
On rappelle que pour D entier ≥ 1 et N re´el ≥ 0, on a note´ ED,N l’ensemble des nombres
alge´briques de degre´ majore´ par D et de hauteur logarithmique absolue majore´e par N.
Pour estimer son cardinal D,N, nous conside´rons l’ensemble AD,H (H e´tant un
nombre re´el positif) des nombres alge´briques de degre´majore´ parD et de hauteur usuelle
majore´e par H,
AD,H =
{
α ∈ Q; [Q(α) : Q] ≤ D, H(α) ≤ H}. (4.1)
Pour tout entier naturel d ≥ 1 nous conside´rons aussi l’ensemble Ad,H des
nombres alge´briques de degre´ exactement d et de hauteur usuelle majore´e par H,
Ad,H =
{
α ∈ Q; [Q(α) : Q] = d, H(α) ≤ H}, (4.2)
et l’ensemblePd,H des polynoˆmes a` coeﬃcients entiers, a` une variable, non nuls, de degre´
exactement d, de hauteur usuelle majore´e par H, irre´ductibles dans Z[X] (donc les coef-
ficients sont premiers entre eux dans leur ensemble) et dont le coeﬃcient dominant est
positif. Un polynoˆme P de Pd,H s’e´crit
P(X) = a0Xd + a1Xd−1 + · · · + ad (4.3)
avec ai ∈ Z, |ai| ≤ H, ∀i ∈ {1, . . . , d}, pgcd(a0, . . . , ad) = 1, 1 ≤ a0 ≤ H.
Pour tout e´le´ment α de AD,H, il existe un entier d ≤ D, tel que α appartienne a`
Ad,H, et tout α de Ad,H est un ze´ro d’un polynoˆme P de Pd,H. (Les d − 1 autres racines —
distinctes— de P sont les conjugue´s de α.) Inversement, tout ze´ro d’un polynoˆme de Pd,H
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est un e´le´ment de Ad,H. On remarque ainsi que l’ensemble AD,H est l’union disjointe des
ensembles Ad,H, pour 1 ≤ d ≤ D. Donc
card
(
AD,H
)
=
D∑
d=1
card
(
Ad,H
)
, (4.4)
card
(
Ad,H
)
= d card
(
Pd,H
)
, ∀d ≥ 1. (4.5)
4.1 Estimation du cardinal de AD,H
Lemme 4.1 (encadrement du cardinal de AD,H). Pour tout entier D ≥ 1 et tout nombre
re´el H ≥ 1, on a
card
(
AD,H
) ≤ DH(2H + 1)D; (4.6)
pour tout entier D ≥ 2 et tout nombre re´el H ≥ 2,
D
8
(H − 2)D+1 < card
(
AD,H
) ≤ card (AD,H
)
(4.7)
et pour D = 1 et tout nombre re´el H ≥ 1,
(H − 1)2 < card
(
A1,H
)
= card
(
A1,H
)
. (4.8)

Nous allons maintenant de´montrer le lemme 4.1.
4.1.1 Majoration de card(AD,H). On fixe D ≥ 1 et H ≥ 1. Comme l’union
⋃
1≤d≤D Pd,H
est disjointe, en utilisant (4.4) et (4.5), on a
card
(
AD,H
)
=
D∑
d=1
d card
(
Pd,H
) ≤ D
D∑
d=1
card
(
Pd,H
)
= D card
(
⋃
1≤d≤D
Pd,H
)
.
(4.9)
Or le cardinal de
⋃
1≤d≤D Pd,H est infe´rieur au nombre de polynoˆmes non nuls Q ∈ Z[X]
qui s’e´crivent
Q(X) = a0XD + a1XD−1 + · · · + aD (4.10)
avec |ai| ≤ H pour tout i ∈ {1, . . . ,D}, de coeﬃcient dominant a0 strictement positif et
infe´rieur ou e´gal a` H. En eﬀet, au polynoˆme P(X) = a0Xd + · · · + ad de
⋃
1≤d≤D Pd,H on
peut associer le polynoˆme Q(X) = P(X)XD−d.
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Comme il existe [H] nombres entiers> 0 de valeur absolue infe´rieure ou e´gale a`H,
il y a autant de choix pour le coeﬃcient dominant, et 2[H]+1 pour lesD autres coeﬃcients
(e´ventuellement nuls). On en de´duit qu’il existe [H](2[H] + 1)D tels polynoˆmes Q, et
card
(
AD,H
) ≤ DH(2H + 1)D. (4.11)
4.1.2 Minoration de card(AD,H). Soient D un entier ≥ 1 et H un nombre re´el ≥ 0.
D’apre`s (4.4), card(AD,H) ≥ card(AD,H), et d’apre`s (4.5), pour minorer le cardinal de
AD,H, il suﬃt de minorer celui de PD,H.
Pour D ≥ 2 et H ≥ 2, au lieu de conside´rer l’ensemble PD,H, nous pouvons juste
compter les polynoˆmes P de PD,H tels que pgcd(a0, a1) = 1. La condition pgcd(a0, . . . ,
aD) = 1 est alors automatiquement ve´rifie´e. Parmi ces polynoˆmes-la`, nous pouvons en-
core nous restreindre a` ceux qui ve´rifient le crite`re d’irre´ductibilite´ d’Eisenstein (cf. [7])
sur l’anneau des entiers Z, pour le nombre premier 2. On rappelle que le polynoˆme P est
2-Eisenstein sur Z (et donc irre´ductible sur Q), si
2  a0, 2 | ai, ∀i ∈ {1, . . . ,D}, 4  aD. (4.12)
On note ED,H(2) l’ensemble de ces polynoˆmes P. Comme il est inclus dans PD,H,
on a
card
(
AD,H
) ≥ D card (ED,H(2)
)
(4.13)
et nous sommes ramene´s a` minorer le cardinal de ED,H(2).
On a
card
{
a ∈ Z/|a| ≤ H, 2 | a} = 2
[
H
2
]
+ 1 > H − 1,
card
{
a ∈ Z/|a| ≤ H, 2 | a, 4  a} = 2
[
H + 2
4
]
>
H − 2
2
.
(4.14)
En notant cH le nombre de couples (a0, a1) ∈ Z2 tels que
1 ≤ a0 ≤ H,
∣
∣a1
∣
∣ ≤ H, 2 | a1, pgcd
(
a0, a1
)
= 1, (4.15)
nous obtenons
card
(
ED,H(2)
)
= cH
(
2
[
H
2
]
+ 1
)D−2(
2
[
H + 2
4
])
, (4.16)
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et donc (comme H ≥ 2), une minoration de ce cardinal, en fonction de cH,
card
(
ED,H(2)
)
> cH(H − 2)D−2
(
H − 2
2
)
=
cH
2
(H − 2)D−1. (4.17)
Il existe [(H + 1)/2] nombres impairs compris entre 1 etH, et [H/2] nombres pairs compris
entre 1 etH. En tenant compte du signe de a1, cela implique que le cardinal de l’ensemble
{(
a0, a1
) ∈ Z2/1 ≤ a0 ≤ H, 0 <
∣
∣a1
∣
∣ ≤ H, 2  a0, 2 | a1
}
(4.18)
est e´gal a` 2[(H + 1)/2][H/2], et nous avons 2[(H + 1)/2][H/2] ≥ H(H − 2)/2 (voir les deux
cas, pour n entier positif, 2n ≤ H < 2n + 1 et 2n + 1 ≤ H < 2n + 2).
Pour minorer cH, on tient compte du couple (1, 0) et on enle`ve tous les couples
(a0, a1) dont le pgcd est divisible par un nombre premier p (on a donc p ≥ 3 car 2  a0).
Ici, p de´signera toujours un nombre premier. Or, pour un nombre premier p ≥ 3, on a
card
{
a ∈ Z/1 ≤ a ≤ H, 2  a, p | a} ≤ card{a ∈ Z/1 ≤ a ≤ H, p | a} =
[
H
p
]
(4.19)
et card{a ∈ Z \ {0}/|a| ≤ H, 2 | a, p | a} est e´gal au nombre de a ∈ Z \ {0} tels que |a| ≤ H et
2p | a, c’est-a`-dire 2[H/2p] d’ou`,
cH ≥ 1 + H(H − 2)
2
−
∑
p≥3
2
[
H
p
][
H
2p
]
≥ 1 + H(H − 2)
2
− H2
∑
p≥3
1
p2
. (4.20)
Comme, pour tout nombre x ∈ [0, 1[, on a − log(1 − x) = ∑k≥1(xk/k) ≥ x, et que, d’une
part, ζ(2) =
∑
k≥1(1/k
2) =
∏
p≥2(1/(1 − (1/p
2))), et d’autre part, ζ(2) = π2/6, alors
∑
p≥2
1
p2
≤
∑
p≥2
− log
(
1 −
1
p2
)
= log
(
ζ(2)
)
= log
(
π2
6
)
≤ 1
2
, d’ou`
∑
p≥3
1
p2
≤ 1
4
,
(4.21)
et ainsi
cH ≥ 1 + H(H − 2)
2
−
H2
4
=
(H − 2)2
4
. (4.22)
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On en de´duit
card
(
ED,H(2)
)
>
1
8
(H − 2)D+1, (4.23)
et finalement, pour tout D ≥ 2 et tout H ≥ 2, card(AD,H) > (D/8)(H − 2)D+1.
Pour D = 1 et tout nombre re´el H ≥ 1, on a A1,H = A1,H et leur cardinal est e´gal a`
celui de l’ensemble des polynoˆmes P ∈ Z[X] qui s’e´crivent
P(X) = aX + b avec 1 ≤ a ≤ H, |b| ≤ H, pgcd(a, b) = 1. (4.24)
Avec des calculs analogues a` ceux faits pre´ce´demment, on trouve
card
(
A1,H
) ≥ 2[H]2 −
∑
p≥2
([
H
p
]
2
[
H
p
])
(4.25)
et alors
card
(
A1,H
) ≥ 2[H]2 − 2[H]2
∑
p≥2
1
p2
≥ 2[H]2 − 2[H]2 1
2
= [H]2 > (H − 1)2. (4.26)
4.2 De´monstration du lemme 1.1
4.2.1 Majoration de card(ED,N). Soient D un entier ≥ 1 et N un nombre re´el positif ou
nul. Soit α dans ED,N avec deg(α) = d. Comme d ≤ D et h(α) ≤ N, d’apre`s (2.9),
H(α) ≤ 2d−1edh(α) ≤ 2D−1eDN. (4.27)
On a donc ED,N ⊂ AD,H pour H = 2D−1eDN et, en utilisant la majoration obtenue
pour le cardinal de AD,H au lemme 4.1 (on a H ≥ 1 car D ≥ 1 et N ≥ 0), on a
card
(
ED,N
) ≤ D2D−1eDN(2DeDN + 1)D. (4.28)
Montrons queD2D−1eDN(2DeDN + 1)D ≤ eD(D+1)(N+1), ce qui donnera la majora-
tion annonce´e. On a
D2D−1eDN
(
2DeDN + 1
)D
= D2D−1eDN
((
2D + 1
)
eDN − eDN + 1
)D
≤ D2D−1eDN((2D + 1)eDN)D = D2D−1(2D + 1)DeD(D+1)N.
(4.29)
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Il nous suﬃt donc de montrer que D2D−1(2D + 1)D ≤ eD(D+1). Par re´currence sur D, on
montre que pour tout D ≥ 2, on a D2D−1 ≤ eD, et une e´tude facile de la fonction x →
ex −2x −1,montre que, pour toutD ≥ 2, (2D +1)D ≤ eD2 . PourD = 1 l’ine´galite´ se montre
par un calcul direct.
4.2.2 Minoration de card(ED,N). Si D ≥ 1 et 0 ≤ N < 1, comme l’ensemble ED,N
contient 0, alors
eD(D+1)(N−1) < 1 ≤ card (ED,N
)
. (4.30)
Pour tout entier D ≥ 2 et tout nombre re´el N ≥ 1, nous montrons que l’ensemble
ED,N contient AD,H pour H = eDN/
√
D + 1. Soit H ′ un nombre re´el positif, et soit α ∈
AD,H ′ . Alors deg(α) = D et H(α) ≤ H ′. D’apre´s l’ine´galite´ (2.8), on a
h(α) ≤ 1
D
logH(α) +
1
2D
log(D + 1) ≤ log ((D + 1)1/2DH ′1/D). (4.31)
On en de´duit que AD,H ′ ⊂ ED,N de`s que log((D + 1)1/2DH ′1/D) ≤ N.
Comme D ≥ 2 et N ≥ 1, alors H = eDN/√D + 1 ≥ 2 et nous pouvons appliquer la
minoration obtenue pour le cardinal de AD,H au lemme 4.1 :
card
(
ED,N
) ≥ card (AD,H
)
>
D
8
(H − 2)D+1. (4.32)
Or eD/
√
D + 1 ≥ 4, donc H ≥ 4eD(N−1) ≥ 2 + 2eD(N−1), d’ou` H − 2 ≥ 2eD(N−1) et
card
(
ED,N
)
>
D
8
(
2eD(N−1)
)D+1
= D2D−2eD(D+1)(N−1), (4.33)
donc
card
(
ED,N
)
> eD(D+1)(N−1). (4.34)
Si α est de degre´ 1, on a α = a/b ou` a et b = 0 sont des entiers premiers entre eux.
On a donc
h(α) = log
(
H(α)
)
= log
(
max
(
|a|, |b|
))
= log
(
H(α)
)
(4.35)
et donc, pour tout N ≥ 1, on a E1,N = {α ∈ Q; h(α) ≤ N} = {α ∈ Q; log(H(α)) ≤ N}. On
voit que E1,N ⊃ A1,H ′ de`s que H ′ ≤ eN, donc, en particulier,
card
(
E1,N
) ≥ card (A1,H
)
> (H − 1)2 pour H = eN. (4.36)
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Comme N ≥ 1, alors H = eN ≥ 2eN−1 ≥ 1 + eN−1, et on a
card
(
E1,N
)
> e2(N−1), (4.37)
ce qui comple`te la de´monstration du lemme 1.1.
4.3 Autres re´sultats
Dans ce travail, nous nous servons du lemme 1.1, mais d’autres e´nonce´s sont connus.
Pour les pre´senter nous e´nonc¸ons d’abord une conse´quence du lemme 1.1.
Pour tout entier d ≥ 1 et tout nombre re´el N ≥ 0, notons Ed,N l’ensemble des
nombres alge´briques de degre´ exactement d et de hauteur logarithmique absolue ≤ N.
En utilisant le lemme 1.1, on obtient l’encadrement suivant.
Lemme 4.2. Pour tout entier d ≥ 2 et tout nombre re´el N ≥ 0, le cardinal de Ed,N ve´rifie
c1(d,N)ed(d+1)N < card
(
Ed,N
)
< c2(d,N)ed(d+1)N (4.38)
ou` c1(d,N) = e−d(d+1) − e−2dN+d
2−d et c2(d,N) = (1 − e−2d(N+d))ed(d+1). 
(Si d = 1 et N ≥ 0, par un calcul simple analogue a` celui de la fin de la preuve du
lemme 1.1, on obtient (eN − 1)2 < card(E1,N) ≤ 2e2N + eN.)
Remarquons que pour N fixe et d → ∞, la minoration du lemme 4.2 est triviale
car pour d assez grand c1(d,N) < 0. En revanche, Loher [8] (cf. aussi [10]) a obtenu le
re´sultat suivant.
The´ore`me 4.3 (Loher). Pour tout entier d ≥ 1, et tout nombre re´el N ≥ (1/d) log 2,
card
(
Ed,N
) ≥ c3(d)ed(d+1)N (4.39)
ou` c3(d) = 2−d−2(d + 1)−(1/2)(d+1). 
Pour d fixe et N → ∞, la minoration du lemme 4.2 donne le meˆme ordre de
grandeur que le the´ore`me de Loher, a` savoir, ed(d+1)N,mais la constante du the´ore`me 4.3
est meilleure pour tout d ≥ 2. D’ailleurs, en remarquant que l’ensemble ED,N est la
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re´union disjointe, pour d ∈ {1, . . . ,D}, des ensembles Ed,N, on voit que le the´ore`me de
Loher implique
pour tout entier D ≥ 1, et tout nombre re´el N ≥ (1/D) log 2,
card
(
ED,N
) ≥ c3(D)eD(D+1)N, (4.40)
ce qui est meilleur que la borne infe´rieure du lemme 1.1, pour tout D ≥ 2.
Pour la majoration, Schmidt obtient, dans [16, (e´quation (1.4), page 170)], une
borne ayant meˆme ordre de grandeur que celle du lemme 4.2, mais dont la constante est
de qualite´ le´ge`rement infe´rieure a` c2(d,N). Il montre que pour tout entier d ≥ 1, et tout
nombre re´el N ≥ 0,
card
(
Ed,N
) ≤ 22d2+14d+11ed(d+1)N. (4.41)
Concernant des estimations asymptotiques enN, il y a deux re´sultats connus. Pour d = 1,
Schanuel (cf. [14] et aussi [10, 16])montre que
card
(
E1,N
)
=
12
π2
e2N + O
(
NeN
)
, (4.42)
et pour d = 2, Schmidt montre dans [17], que
card
(
E2,N
)
=
8
ζ(3)
e6N + O
(
Ne4N
)
, (4.43)
ou` ζ est la fonction zeta de Riemann. Aucune estimation asymptotique concernant le car-
dinal de Ed,N pour d ≥ 3, ne semble actuellement connue ([15, page 27] et [17, page 346]).
Ne´anmoins,Masser et Vaaler [10] ont obtenu le re´sultat suivant.
The´ore`me 4.4 (Masser-Vaaler). Pour tout entier d ≥ 1, on a
lim
N→∞
e−d(d+1)N card
(
Ed,N
)
= c4(d) (4.44)
ou` c4(d) = dγ(d)/2ζ(d + 1) et γ(d) = 2d+1(d + 1)δ
∏δ
k=1((2k)
d−2k/(2k + 1)d+1−2k) avec δ =
[(d − 1)/2]. 
(La fonction γ(d) ve´rifie limd→∞ (logγ(d)/d logd) = −1/2.) Le the´ore`me 4.4 im-
plique le re´sultat suivant. Pour tout entier D ≥ 1, il existe un entier N0 tel que, pour tout
N ≥ N0, on a
card
(
ED,N
) ≤ 2
D−1D2(D + 1)(D−1)/2
ζ(D + 1)
eD(D+1)N. (4.45)
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5 Construction d’exemples
Dans cette section, nous construisons la fonction f du the´ore`me 1.2. Nous construisons
aussi (the´ore`me 5.4) une fonction g entie`re et transcendante, dont toutes ses de´rive´es,
envoient tout nombre alge´brique α dans Z[1/2, α].
5.1 Construction de la fonction f
On rappelle que D,N = card{α ∈ Q/[Q(α) : Q] ≤ D, h(α) ≤ N}.
Soit φ une fonction positive telle que φ(x)/x tende vers 0 quand x tende vers
l’infini.
Nous nous donnons une suite (bk)k≥1 de nombres re´els > 0 telle que la se´rie
∑
k≥1 bk soit convergente, et un nombre re´el x0 ≥ 1, tel que pour tout nombre re´el x ≥ x0,
φ(x) ≤ x − 1. (5.1)
Nous allons construire, re´cursivement, une suite strictement croissante (Nδ)δ≥1
de nombres re´els ≥ x0 tendant vers l’infini et une suite (aδ)δ≥1 de nombres rationnels
ve´rifiant les conditions suivantes.
(i) Pour une infinite´ de δ, on a aδ = 0 et pour tout δ ≥ 1,
∣
∣aδ
∣
∣ ≤ bδ
(
δ + eδNδ
)−δδ,Nδ . (5.2)
(ii) Pour tout δ ≥ 2,
Nδ ≥ 2
(
log(δ − 1) +
δ−1∑
k=1
h
(
ak
)
+ (δ − 1)2δ−1,Nδ−1
(
log 2 + 1 + Nδ−1
)
)
. (5.3)
(iii) Pour tout δ ≥ 2,
Nδ
φ
(
Nδ
) ≥ 2(δ − 1)2δ−1,Nδ−1 . (5.4)
Pour la suite (bk)k≥1 on peut prendre, par exemple, bk = 2−k, pour tout k ≥ 1.
Pour construire (aδ,Nδ)δ≥1, on proce`de de la fac¸on suivante.
On pose N1 = [x0] + 1, c1 = 1 + [2(1 + eN1)1,N1 ], et a1 = 1/c1.
Soit δ ≥ 2. Pour 1 ≤ k ≤ δ − 1, on suppose de´finis ak et Nk ve´rifiant, pour k ∈
{1, . . . , δ − 1},
∣
∣ak
∣
∣ ≤ bk
(
k + ekNk
)−kk,Nk , (5.5)
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et pour k ∈ {2, . . . , δ − 1},
Nk ≥ 2
(
log(k − 1) +
k−1∑
r=1
h
(
ar
)
+ (k − 1)2k−1,Nk−1
(
log 2 + 1 + Nk−1
)
)
,
Nk
φ
(
Nk
) ≥ 2(k − 1)2k−1,Nk−1 .
(5.6)
(Remarquer que la dernie`re ine´galite´ est possible puisque la fonctionφ(x)/x tend
vers 0 quand x tend vers l’infini.)
On choisit pourNδ un nombre re´el ve´rifiant les conditions (5.3) et (5.4), et on pose
cδ = 1 + [2δ(δ + eδNδ)δδ,Nδ ] et aδ = c−1δ .
Il est clair que les aδ peuvent eˆtre choisis de fac¸on a` ce que tous (a` partir d’un
certain rang) soient non nuls.
Ainsi, la suite (aδ,Nδ)δ≥1 satisfait les conditions (5.2), (5.3) et (5.4). En particu-
lier, la condition (5.3) implique que la suite (Nδ)δ≥1 est strictement croissante et tend
vers l’infini.
On pose, pour tout k ≥ 1,
Pk(X) =
∏
β∈Ek,Nk
(X − β)k. (5.7)
On de´finit la fonction f en posant, pour tout z ∈ C,
f(z) =
∑
k≥1
akPk(z). (5.8)
Pour de´montrer le the´ore`me 1.2, nous aurons besoin des lemmes suivants.
Lemme 5.1. La fonction f est une fonction entie`re et transcendante sur C(z). 
De´monstration du lemme 5.1. Soient R > 0 et z ∈ D(0, R). Nous e´crivons la se´rie
∑
k≥1
akPk(z) =
[R]∑
k=1
akPk(z) +
∑
k≥[R]+1
akPk(z). (5.9)
La premie`re somme est finie et de´finit un polynoˆme. Nous regardons donc la deuxie`me.
Pour tout k ≥ [R] + 1, nous avons
∣
∣akPk(z)
∣
∣ =
∣
∣ak
∣
∣
∏
α∈Ek,Nk
|z − α|k ≤ ∣∣ak
∣
∣
∏
α∈Ek,Nk
(
|z| + |α|
)k
. (5.10)
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Pour α ∈ Ek,Nk , nous avons |α| ≤M(α) = edeg(α)h(α) ≤ ekNk , et donc
∣
∣akPk(z)
∣
∣ ≤ ∣∣ak
∣
∣
∏
α∈Ek,Nk
(
|z| + ekNk
)k
. (5.11)
Or |z| ≤ R ≤ k, donc |akPk(z)| ≤ |ak| (k + ekNk)kk,Nk , et, d’apre`s la condition (5.2) sur la
suite (aδ)δ≥1,
∣
∣akPk(z)
∣
∣ ≤ bk. (5.12)
Comme la se´rie
∑
bk est convergente, ceci montre que la se´rie
∑
k≥1 akPk(z)
converge normalement sur tout compact de C ; sa limite f est une fonction holomorphe
sur C tout entier.
Montrons maintenant que la fonction f n’est pas polynomiale ; comme elle est
entie`re, cela montrera qu’elle est transcendante.
Supposons que f est un polynoˆme de degre´ n ≥ 1.
Comme la suite (k,Nk)k≥1 est strictement croissante, il existe k0 ≥ 1, tel que
pour tout k ≥ k0, on a (k − 1)k−1,Nk−1 ≥ n.
Soit K ≥ k0 tel que aK−1 = 0. Conside´rons la somme
gK(z) =
K−1∑
k=1
akPk(z). (5.13)
C’est un polynoˆme de degre´ (K − 1)K−1,NK−1 ≥ n. La diﬀe´rence
f(z) − gK(z) =
∑
k≥K
akPk(z) (5.14)
est un polynoˆme de degre´ ≤ max{(K − 1)K−1,NK−1 , n} = (K − 1)K−1,NK−1 . Or, pour tout
k ≥ K, le polynoˆme Pk est multiple de PK, donc f(z) − gK(z) s’annule en tous les ze´ros de
PK, c’est-a`-dire, en KK,NK points.
Comme le polynoˆme f(z) − gK(z) est de degre´ ≤ (K − 1)K−1,NK−1 < KK,NK , c’est
le polynoˆme nul, et donc
−aKPK(z) =
∑
k≥K+1
akPk(z). (5.15)
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Soit z0 ∈ EK+1,NK+1 \ EK,NK . Alors
∀k ≥ K + 1, Pk
(
z0
)
= 0, PK
(
z0
) = 0. (5.16)
Nous en concluons que, pour tout K ≥ k0, on a aK = 0, ce qui contredit la condition (i).

Lemme 5.2. Pour tout entier naturel σ, la fonction de´rive´e f(σ) envoie tout nombre
alge´brique α, dans Q(α). 
De´monstration du lemme 5.2. Soient α ∈ Q et σ ∈ N. Par hypothe`se, la suite (Nδ)δ≥1
tend vers l’infini, donc
Q =
⋃
k≥1
Ek,Nk , (5.17)
et comme les ensembles (Ek,Nk)k≥1 forment une suite croissante pour l’inclusion, il exis-
te k ′ ≥ 1 tel que α ∈ Ek,Nk , pour tout k ≥ k ′. Notons k0 = min{k ′ ≥ 1/∀k ≥ k ′, α ∈ Ek,Nk }
et M = max{k0, σ + 1}.
Si M = 1 (i.e., σ = 0 et k0 = 1), alors f(α) = 0.
Si M > 1, pour tout k ≥ M, on a α ∈ Ek,Nk et k > σ. Donc, pour tout k ≥ M,
P
(σ)
k (α) = 0 et
f(σ)(α) =
M−1∑
k=1
akP
(σ)
k (α). (5.18)
De plus, les polynoˆmes Pk sont des puissances de polynoˆmes unitaires dont les
ensembles de ze´ros sont des re´unions de syste`mes complets de conjugue´s sur Q, ils sont
donc fixe´s par tout e´le´ment du groupe de Galois de Q sur Q. Ils sont donc a` coeﬃcients
rationnels, ainsi que tous leurs polynoˆmes de´rive´s, et comme, par de´finition, les nombres
ak sont aussi rationnels,
f(σ)(α) ∈ Q(α). (5.19)

Le lemme suivant sera lui aussi utile pour la de´monstration du the´ore`me 1.2.
Lemme 5.3. Pour tout entier D ≥ 1 et tout nombre re´el N ≥ 0, nous avons
card
(
ED,N ∩D(0, 1)
) ≥ 1
2
card
(
ED,N
)
. (5.20)

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De´monstration du lemme 5.3. Soient D un entier positif et N un nombre re´el positif ou
nul.
Pour un nombre alge´brique α non nul, on a deg(α) = deg(1/α) et h(α) = h(1/α),
donc α appartient a` ED,N si et seulement si 1/α appartient a` ED,N. De plus, α appartient
au disque ferme´ D(0, 1) si et seulement si 1/α n’appartient pas au disque ouvert D(0, 1).
D’ou`
card
(
ED,N ∩D(0, 1)
)
= card
(
ED,N \ D(0, 1)
)
+ 1, (5.21)
et donc
card
(
ED,N
)
= card
(
ED,N ∩D(0, 1)
)
+ card
(
ED,N \ D(0, 1)
)
≤ 2 card (ED,N ∩D(0, 1)
)
,
(5.22)
ce qui de´montre le lemme. 
De´monstration du the´ore`me 1.2. Soient D et d des entiers tels que d ≥ D ≥ 1.
Nous commenc¸ons par remarquer que, d’apre`s le lemme 5.2,
ΣD,Nd(f, 1) =
{
α ∈ Q ∩D(0, 1)/deg(α) ≤ D, h(α) ≤ Nd, h
(
f(α)
) ≤ Nd
}
. (5.23)
Montrons que cet ensemble contient ED,φ(Nd)+1 ∩D(0, 1). Soit α ∈ Q tel que
deg(α) ≤ d, h(α) ≤ φ(Nd
)
+ 1. (5.24)
Comme Nd ≥ x0, alors, d’apre`s (5.1), φ(Nd) ≤ Nd − 1, et h(α) ≤ Nd. Comme, en
plus, deg(α) ≤ d, alors α ∈ Ed,Nd et pour tout k ≥ d, on a Pk(α) = 0.
Si d = D = 1, alors f(α) = 0 et on a l’inclusion E1,φ(N1)+1 ∩D(0, 1) ⊂ Σ1,N1(f, 1).
Supposons maintenant que d ≥ D ≥ 1 et d ≥ 2. Alors
f(α) =
d−1∑
k=1
akPk(α). (5.25)
Majorons sa hauteur. En appliquant les formules (2.4), puis (2.3), on obtient
h
(
f(α)
)
= h
(
d−1∑
k=1
akPk(α)
)
≤ log(d − 1) +
d−1∑
k=1
h
(
akPk(α)
)
≤ log(d − 1) +
d−1∑
k=1
h
(
ak
)
+
d−1∑
k=1
h
(
Pk(α)
)
.
(5.26)
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Soit k ∈ {1, . . . , d − 1}. Nous avons
Pk(α) =
∏
β∈Ek,Nk
(α − β)k. (5.27)
En utilisant les formules (2.3) et (2.4), on obtient
h
(
Pk(α)
) ≤ k
∑
β∈Ek,Nk
h(α − β) ≤ k
∑
β∈Ek,Nk
(
log 2 + h(α) + h(β)
)
, (5.28)
et comme, pour tout β ∈ Ek,Nk , on a h(β) ≤ Nk, et que, par hypothe`se, h(α) ≤ φ(Nd) + 1,
alors
h
(
Pk(α)
) ≤ kk,Nk
(
log 2 + φ
(
Nd
)
+ 1 + Nk
)
. (5.29)
D’ou`
h
(
f(α)
) ≤ log(d − 1) +
d−1∑
k=1
h
(
ak
)
+
d−1∑
k=1
kk,Nk
(
log 2 + φ
(
Nd
)
+ 1 + Nk
)
. (5.30)
Or, les suites (Nk)k≥1 et (k,Nk)k≥1 sont croissantes, donc h(f(α)) est infe´rieure a`
log(d − 1) +
d−1∑
k=1
h
(
ak
)
+ (d − 1)2d−1,Nd−1
(
log 2 + φ
(
Nd
)
+ 1 + Nd−1
)
= φ
(
Nd
)(
(d − 1)2d−1,Nd−1
)
+ log(d − 1) +
d−1∑
k=1
h
(
ak
)
+ (d − 1)2d−1,Nd−1
(
log 2 + 1 + Nd−1
)
(5.31)
ce qui est ≤ Nd, d’apre`s les conditions (5.3) et (5.4).
En particulier, si α appartient a` ED,φ(Nd)+1 ∩ D(0, 1), alors deg(α) ≤ D ≤ d et
h(f(α)) ≤ Nd, ce qui montre que α appartient a` ΣD,Nd(f, 1). Ainsi, pour tout couple (D,d)
avec d ≥ D ≥ 1, nous avons
σD,Nd = card
(
ΣD,Nd(f, 1)
) ≥ card (ED,φ(Nd)+1 ∩D(0, 1)
)
. (5.32)
En appliquant les lemmes 1.1 et 5.3, nous obtenons
σD,Nd ≥
1
2
card
(
ED,φ(Nd)+1
)
>
1
2
eD(D+1)φ(Nd). (5.33)

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On remarque que la de´monstration se simplifie conside´rablement si on se
contente de construire f entie`re et transcendante ve´rifiant (1.5). Pour cela, il suﬃt de
se donner une suite strictement croissante (Nδ)δ≥1 de nombres re´els ≥ 1 tendant vers
l’infini et une suite (aδ)δ≥1 de nombres rationnels ve´rifiant la condition (i).
Le the´ore`me 1.2, qui fait intervenir les de´rive´es de la fonction transcendante,
pose le proble`me suivant. Peut-on espe´rer avoir un e´nonce´ dans le sens du the´ore`me 1.3,
faisant lui aussi, intervenir les de´rive´es ?
5.2 Construction de la fonction g
En modifiant la construction de la fonction f du the´ore`me 1.2, on peut construire une
fonction g entie`re et transcendante, ve´rifiant la meˆme conclusion (1.6) concernant le car-
dinal de ΣD,N(g, 1),mais pour laquelle la premie`re conclusion est change´e. Pre´cise´ment :
The´ore`me 5.4. Il existe une fonction g entie`re et transcendante sur C(z) telle que,
∀α ∈ Q, ∀σ ≥ 0, g(σ)(α) ∈ Z
[
1
2
, α
]
. (5.34)

De´monstration du the´ore`me 5.4. On se donne une suite croissante (Nk)k≥1 de nombres
re´els ≥ 1 tendant vers l’infini et une suite (bk)k≥1 de nombres rationnels tels que
(i) pour une infinite´ de k ≥ 1, bk = 0,
(ii) pour tout k ≥ 1, on ait |bk| ≤ 2−k(k + ekNk)−kk,Nk ,
(iii) pour tout k ≥ 1, bk ∈ Z[1/2]. (Comme Z[1/2] est dense dans Q, ceci est pos-
sible.)
On pose, pour tout k ≥ 1,
Qk(X) =
∏
β∈Ek,Nk
Pβ(X)k, (5.35)
ou` Pβ est le polynoˆme minimal de β sur Z, et, pour tout z ∈ C,
g(z) =
∑
k≥1
bkQk(z). (5.36)
Les lemmes suivants de´montrent le the´ore`me 5.4.
Lemme 5.5. La fonction g est entie`re et transcendante. 
La de´monstration est identique a` celle du lemme 5.1.
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Lemme 5.6. Pour tout entier naturel σ, la fonction de´rive´e g(σ) envoie tout nombre
alge´brique α dans Z[1/2, α]. 
De´monstration du lemme 5.6. Cette de´monstration suit celle du lemme 5.2. On se donne
α dans Q et σ dans N. Il existe un nombre entier M ≥ 1, tel que, pour tout k ≥ M, on ait
α ∈ Ek,Nk et k > σ, donc Q(σ)k (α) = 0 et
g(σ)(α) =
M−1∑
k=1
bkQ
(σ)
k (α). (5.37)
Comme les polynoˆmes Qk sont a` coeﬃcients dans Z et que, de plus, d’apre`s la
condition (iii), pour tout k ≥ 1, bk ∈ Z[1/2], on a g(σ)(α) ∈ Z[1/2, α], ce qui de´montre le
lemme 5.6 et donc le the´ore`me 5.4. 
Si on se donne une fonction φ comme au the´ore`me 1.2 et si les suites (Nk) et (bk)
intervenant dans la fonction g ve´rifient de plus les conditions (5.3) (avec (bk) a` la place
de (ak)) et (5.4), alors la fonction g ainsi obtenue satisfait de plus la conclusion (1.6) du
the´ore`me 1.2.
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